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Due articoli abbastanza singolari in
questo ultimo numero di Archimede
del 2021. 1l primo ¢ di Marco Ghimenti
che ci parla di una classe di curve chiu-
se molto particolari: le curve ad am-
piezza costante. Ovviamente c1 SOno 1
cerchi, ma ce ne sono altre. E si scopre
che qualsiasi curva di ampiezza costan-
te puo rotolare tra due rette parallele,
distanti quanto il suo diametro, restan-
do sempre in ogni istante tangente ad
entrambe. Il secondo, di Giorgio Pie-
trocola, si prefigge di indagare come
trovare la somma di successioni di nu-
meri elevati a una determinata potenza
fissata, e mostra come le matrici bino-
miali intervengano in modo naturale in
questa caratterizzazione.

Tra le rubriche ricordiamo che Pao-
lo Alessandrini ci racconta tutto, ma
proprio tutto, del rapporto, abbastan-
za stretto, tra Gianni Rodari e la ma-
tematica. La copertina e il fumetto di
questo numero sono della giovane fu-
mettista Gaia Fontana, che si cimenta
con una storia su dei Quark in fuga.
II fascicolo si chiude con il consueto
sommario annuale.
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ARTICOLO

CURVE DI AMPIEZZA COSTANTE
di Marco G. Ghimenti

Cosa hanno in comune una circonferenza, una moneta da 50 pence e un ago che
cade su un pavimento? Tutti sanno che la circonferenza ¢ il luogo dei punti che
hanno la stessa distanza da un punto fissato detto centro. Si pud anche ragionare
per diametri, invece che per raggi, e dire che in una circonferenza il diametro ha la
stessa lunghezza in tutte le direzioni. Questa seconda proprietd pero , non caratte-
rizza solo la circonferenza, ma una famiglia pitt ampia: le curve di ampiezza costan-
te. La piu semplice curva di ampiezza costante che non sia la circonferenza ¢ il
triangolo di Reuleaux (dall’ingegnere tedesco Franz Reuleaux): per ottenerlo basta
disegnare un triangolo equilatero, puntare il compasso in un vertice, unire gli altri
due vertici con un arco di circonferenza, e ripetere per ogni vertice.

Figura 1

E abbastanza naturale chiedersi quali proprieta la circonferenza condivida con
le altre curve ad ampiezza costante. Ad esempio, qualsiasi curva di ampiezza co-
stante puo rotolare tra due rette parallele, distanti quanto il suo diametro, restando
sempre in ogni istante tangente ad entrambe. Quindi si possono battere monete che
abbiano la forma di una di queste curve, che possono scivolare senza problemi nei
distributori automatici e nei parchimetri, ed essere facilmente distinguibili al tatto
dalle altre. Ecco svelata la prima parte del mistero: una moneta da 50 pence e una
circonferenza sono entrambe curve ad ampiezza costante.

Figura 2

Una curiosa proprieta delle curve di ampiezza costante ¢ che il loro perimetro di-
pende solo dal diametro: ogni curva costante di diametro d ha perimetro d (ricordate
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ARTICOLO

MATRICI BEINOMIALI PER INSIEMI
DI POLINOMI CALCOLANTI
SOMME DI POTENZE

di Giorgio Pietrocola

1. INTRODUZIONE

1.1 UN PO’ DI STORIA ANTICA

Nel 1713, otto anni dopo la morte di Jakob Bernoulli, la famiglia da alle stampe il
suo Summae potestatum in Artis conjectandi che oggi, grazie ad Internet Archive,
con un semplice clic possiamo comodamente leggere in rete [2]. A pagina 97, nella
parte superiore, in funzione di n, vengono dati dieci polinomi di grado crescente
dal 2° all’11°. Ognuno di questi uguagliante una somma di 7 potenze di interi suc-
cessivi con esponente costante pari a 1 nel primo caso fino ad arrivare progressiva-
mente a 10 nell’ultimo. I dieci polinomi non erano un’assoluta novita perché da
millenni il problema aveva catturato 'interesse dei matematici. Il primo dei poli-
nomi per calcolare le somme

142431t n=tnylp?
2 2

era ben conosciuto dagli antichi greci. I numeri calcolati da questo polinomio al
crescere diz sono infatti 1 numeri triangolari di pitagorica memoria. Anche il caso
successivo

P23 pnt=tar 2y
6 2 3

che & la somma di quadrati degli interi, si trova dimostrato in un opera di Archi-
mede (287-212 a.C.) Il terzo polinomio, che & anche il quadrato del primo, oltre
che la somma dei cubi degli interi successivi & I'oggetto del teorema di Nicomaco
di Gerasa (60-120 circa) [10].

(LI L U R R
PR R

Anche i restanti polinomi elencati erano quindi gia stati individuati dai mate-
matici. Nel 1634 Pascal, per esempio, aveva trovato un’identita in cui compariva
tutta la serie di queste somme di potenze fino al grado desiderato. Per cui per tro-
vare ’'m-esimo polinomio della serie basta sostituire tutti i precedenti e fare i cal-
coli necessari. La novita invece era nella seconda meta della pagina che mostrava un
nuovo e pitt semplice modo di procedere per continuare la serie di questi polinomi
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A COLPO D'OCCHIO

di Roberto Zanasi
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Ecco una dimostrazione della formula della somma dei primi » numeri interi.

Roberto Zanasi

A COLPO D'OCCHIO

roberto.zanasi@gmail.com
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Spesso le immagini ci permettono di capire qualcosa di pit, o aggiungono nuovi
significati alle formule, attivando altre modalita di ragionamento. A volte un dise-
gno ci permette di sperimentare la famosa «esperienza ah-ha!», quella che ci fa
esclamare «ecco perché!», o «finalmente ho capito!» (o, magari, «siamo sicuri che
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ARCHIMEDE CULTURA
La matematica delle storie
e le storie della matematica

di Paolo Alessandrini

Nel capitolo 44 della celebre Grammatica della fantasia, Gianni Rodari scrive una
frase che da sola apre un mondo:

Le fiabe servono alla matematica come la matematica serve alle fiabe.

Lo stesso, singolare dualismo ritorna nei titoli del capitolo 37 e di una scheda
del capitolo 45 del medesimo saggio: «La matematica delle storie» e «Le storie
della matematica». Nel capitolo 37, Rodari sostiene che la matematica e la logica
sono spesso presenti, talvolta sotto mentite spoglie, nel mondo della narrazione.
Una delle sue riflessioni ¢ la seguente:

La novella, a sua insaputa, & anche un esercizio di logica. Ed ¢ difficile rintracciare
un confine tra le operazioni della logica fantastica e quelle della logica senza ag-
gettivi.

D’altra parte, Rodari aveva citato il poeta tedesco Novalis gia nell’antefatto
della Grammatica:

Un giorno, nei Frammenti di Novalis (1772-1801), trovai quello che dice: «Se
avessimo anche una Fantastica, come una Logica, sarebbe scoperta larte di inven-
tare». Era molto bello. Quasi tutti i Frammenti di Novalis lo sono, quasi tutti
contengono illuminazioni straordinarie.

Il ragionamento di Rodari & in definitiva questo: cosi come possiamo descrive-
re la realta fisica mediante la matematica e le scienze quantitative, possiamo codifi-
care anche 1 meccanismi della narrazione per mezzo di regole che non dovrebbero
essere troppo diverse, almeno concettualmente, da quelle della logica, della mate-
matica e della scienza. Una visione coraggiosa e modernissima: anziché marcare la
propria distanza dalla prospettiva scientifica, come hanno fatto e fanno tuttora
molti narratori e intellettuali, Rodari avverte la necessita di attingere da quel mon-
do elementi utili per dare una struttura alle storie altrui e costruire le proprie.

La scheda del capitolo 45 suggerisce una prospettiva inversa: non solo ¢ facile
riconoscere la presenza di elementi matematici nelle storie, ma possiamo trovare

vdani1nd 3a3amiHOgY
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ARCHILUDICA
I problemi di Maurizio Codogno

PROBLEMA 1

Nella figura qui sotto vedete tre quadrati affiancati. Quanto vale la somma degli
angoli o, 3 e v? (Atuto: disegnate (3 sotto v e completate il rettangolo)

(da http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/ThreeSquares.shtml)

PROBLEMA 2

Serena e Venus partecipano al torneo di tennis di Goofydon. Come nel piti famoso
Wimbledon, i 64 concorrenti si affronteranno in un torneo a eliminazione diretta
che a ogni turno dimezza i contendenti, fino a che risultera il vincitore. A differen-
za di Wimbledon, pero, tutti i partecipanti hanno la stessa abilita; quindi in ogni
partita la probabilita che vinca una o I’altra giocatrice ¢ la stessa. Se anche il tabel-
lone & costruito a caso, qual ¢ la probabilita che Serena e Venus si incontreranno?
(Aiuto: quante sono le partite teoricamente possibili?)

(da Peter Winkler, Mathematical Puzzles)

RISPOSTA 1

E immediato vedere che I’angolo o misura 45°. Costruiamo ora un angolo di mi-
sura 3 sotto ’angolo ~, come mostrato in figura, e costruiamo inoltre il segmento
BC. I triangoli AMB e BNC sono congruenti, essendo rettangoli e avendo i cateti
congruenti; pertanto gli angoli MBA e NBC sono complementari e ’angolo ABC

ARCHILUDICA

¢ retto. Il triangolo ABC ¢ dunque rettangolo ma anche isoscele, perché AB = BC;

2249
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quindi ’angolo CAB misura 45°. Ma quest’angolo ¢ la somma di 3 e ~ per costru- >
zione; aggiungendo anche o, abbiamo che la somma dei tre angoli & 90°.

/

RISPOSTA 2

Per risolvere il problema, possiamo partire con casi pitt semplici. Con due sole
giocatrici, la probabilita che si incontrino € ovviamente 1. Se le giocatrici sono
quattro, la probabilita che Serena e Venus si incontrino al primo turno & 1/3;
quella che si incontrino al secondo turno ¢ il prodotto di 2/3 (la probabilita che
non si siano incontrate al primo turno), 1/4 (la probabilita che abbiano entrambe
passato il turno) e 1 (essendo quella la finale), cioé 1/6. La somma delle due pro-
babilita da 1/2. Con otto giocatrici abbiamo probabilitd 1/7 che si incontrino al
primo turno, (6/7)(1/4)(1/3) che lo facciano in semifinale e (6/7)(2/3)(1/4%)(1) che
lo facciano in finale, vale a dire 1/7 + 1/14 + 1/28 = 1/4. Da qui si pud immagina-
re che con 2* giocatrici la probabilita di incontro sia 1/2¥, e in effetti lo si puo
dimostrare per induzione.

Ma ¢’& un metodo molto pit semplice per arrivare alla soluzione! Come ¢ noto,
un torneo ad eliminazione diretta con 64 concorrenti avra 63 partite, dato che in
ogni partita si elimina un giocatore. Poiché le partite tecnicamente possibili sono
64-63/2 (ogni giocatore puo incontrare ciascuno degli altri, ma le partite cosi con-
tate sono doppie), la probabilita che una di queste partite sia quella tra Serena e
Venus ¢ (63 - 2)/(63 - 64) = 1/32.

Maurizio Codogno

blogger, divulgatore
dotmaudot@gmail.com

volianiHogv
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ARCHILUDICA
Questioni di equilibrio
dei Rudi Mat(hlematici

La matematica ricreativa, proprio in quanto tale, ha degli indubbi vantaggi sulla
matematica vera e propria. Se ci si passa I’ardita metafora, sono gli stessi vantaggi
che in un famiglia si concedono ai figli piccoli: 1 genitori apprezzano gli sforzi dei
pargoli di mostrarsi interessati alle attivita familiari, e sono amorevolmente dispo-
sti a lasciar correre pasticci e imprecisioni; in fondo, quello che conta ¢ che i giova-
ni virgulti mostrino interesse e passione, il rigore metodologico ¢ cosa che faranno
in tempo ad imparare crescendo.

Un esempio pud forse chiarire meglio il concetto. C’¢ un quesito abbastanza
famoso che, come capita spesso in matematica ricreativa, sembra di complicata ri-
soluzione finché non si arriva alla cosiddetta «illuminazione» o «momento Aha!»,
per dirla all’americana. Suona pitt 0 meno cosi:

Si consideri un poliedro del tutto generico, a densita costante: é esperienza comune
trovare esempi di pohedrz che possono restare pacificamente in equilibrio su tutte
le loro facce, ma ¢ altrettanto facile immaginare poliedri in grado di restare in
eqmlzbrzo solo su alcune facce, e non su altre. E possibile costruire un poliedro che
non resti in equilibrio su nessuna faccia?

Come da tradizione, questo ¢ il momento in cui il lettore, qualora non cono-
scesse il problema, dovrebbe provare a risolverlo. Suggeriamo di conseguenza di
interrompere adesso la lettura e provare a vedere se la citata «illuminazione» arri-
va, anche perché noi — contrariamente alla tradizione — la soluzione al problema la
forniremo subito, nelle righe seguenti.

I quesito ha I’aria di non poter essere rapidamente affrontato neppure da co-
loro che sono molto bravi nel maneggiare cifre e calcoli, che pure costituiscono
una larga parte degli affezionati ai quesiti ricreativi: nell’esposizione non compare
nessun numero e, peggio ancora, il problema non identifica neppure uno specifico
ente geometrico, ma un «poliedro del tutto generico» che, in termini matematici, &
pitt 0 meno I’equivalente del colloquiale «un coso qualsiasi». Non ci si puo appel-
lare a teoremi specifici del cubo o dell’icosaedro, e neppure a quelli del girobifasti-
gio, ammesso e non concesso che teoremi del genere esistano e che qualche amante

q della matematica ricreativa li conosca.

9) SN . < - . . . . .
0 In piu, c’¢ la difficolta di formalizzare matematicamente il concetto di «equili-
3 . . . . Lo .

2 brio», che per contro & un concetto del tutto familiare nella vita quotidiana: I'im-
T . . . R L L. N . L. .

0 maginazione corre subito ai solidi platonici, che perd sono di scarsissimo aiuto,
< visto che i platonici hanno tutti la graziosa caratteristica di restare perfettamente
226
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ARCHIMEDIA Matematica e altri linguaggi

So strange!
di Gaia Fontana

a cura di Andrea Plazzi

Galileo ci ha spiegato come la Matematica sia anche il linguaggio della Natura e
quindi della Fisica in senso moderno. Per «modello» di un fenomeno fisico intendia-
mo una formulazione matematica (tipicamente: un qualche insieme di equazioni) che
descrive il fenomeno e che permette di fare previsioni quantitative. Per esempio, la
«legge» F=Gm,m,/r’ ¢ il modello proposto da Newton per spiegare I'interazione
gravitazionale: ¢ uno di quelli di maggior successo nella storia della scienza, ed ¢
talmente efficace che viene usato ancora oggi che ne conosciamo i limiti (meglio non
usarlo per calcolare la precessione del perielio di Mercurio, per dirne una).

La scelta di un modello puo essere altamente arbitraria e ha spesso a che fare con
intuizioni fisiche o convinzioni filosofiche assai poco ovvie. Celebre & il controverso
«criterio estetico» che ha sempre guidato Einstein, e forse ancor di pitt Dirac che,
prendendo in prestito parole di John Keats, riferendosi alla descrizione matematica
della Natura, dichiarava che «lz bellezza é verita e la verita é bellezza».

La Cromodinamica Quantistica (QCD) ha sempre avuto fama di teoria «esote-
rica», a partire dalla natura elusiva dei Quark, 1 suoi pr1nc1pah protagomstl com-
ponenti base di protoni e neutroni, che — per cominciare — non esistono allo stato
libero (un fatto ampiamente confermato da simulazioni ed esperimenti ma ancora
non dimostrato matematicamente a partire dal complesso modello matematico che
descrive la teoria).

Una storia a fumetti che parlasse di Quark non poteva essere meno «esoterica»,
o meno piena di cose strane. A partire dal fatto che di «strange Quark» (la stra-
nezza € un numero quantico previsto dalla QCD) non ¢’ traccia. Ma potevano
benissimo esserci. Forse si sono nascosti in qualche altra storia a fumetti ancora da
realizzare, chissa...

Gaia Fontana (Reggio Emilia, 1998) frequenta il corso di Laurea Magistra-
le in Fisica Teorica presso I'Universita di Bologna. Da sempre divoratrice di
fumetti (tra i tanti: Topolino, Rat-Man, qualsiasi cosa di Zerocalcare e manga
come Blue Period), inizia presto a disegnare i propri. Tra i suoi riferimenti di
autrice autodidatta: Silvia Ziche, Claudia Flandoli, Leo Ortolani. Per il suo
esordio su Archimede non poteva che unire le sue due grandi passioni.

Andrea Plazzi

Traduttore, saggista ed editor
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andrea.plazzi@gmail.com
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Insegnare matematica con gli scacchi:
spunti di attivita per la scuola primaria
e secondaria di primo grado

di Domenico Bonavena e Davide Passaro

INTRODUZIONE

In questo articolo verranno proposti alcuni spunti didattici per presentare temi e
argomenti di matematica attraverso I’utilizzo degli scacchi come espediente didat-
tico nonché come metafora ludico-didattica.

Lintreccio dell’insegnamento di matematica e scacchi qui proposto & stato spe-
rimentato all’interno del progetto T.O.T.E.M. (Territori, Opportunita, Tecnologie,
Educazione, Mutualitd), cofinanziato dalla «<Fondazione Con 1 Bambini» e dal
fondo per il contrasto alla poverta educativa, Bando nuove generazioni. Il proget-
to & stato reso possibile inoltre dalla partecipazione di C.S.E.N. e della «A.S.D.
Scuola Popolare di Scacchi» in collaborazione con molteplici associazioni e ONLUS
del territorio e sperimentato nelle scuole: I.C. Piazza Filattiera di Roma e Istituto
Comprensivo «Fratelli Cervi» di Roma.

Il progetto era stato originariamente pensato ideato e finanziato per essere svi-
luppato in 12 classi fra scuola primaria e secondaria di primo grado in 4 istituti
diversi della citta di Roma. Tuttavia ¢ stato ridimensionato per questioni relative
alla pandemia da covid-19. In particolare attivita svolta ha visto coinvolte due
classi della scuola primaria e una classe della scuola secondaria di primo grado.

Dopo una premessa didattica sull’'importanza del gioco all’interno dell’insegna-
mento della matematica, saranno presentati alcuni esempi di argomenti che posso-
no essere trattati con l'ausilio degli scacchi.

Verranno infine inserite alcune considerazioni didattiche finali di commento
alle attivita presentate.

GAMIFICATION E MATEMATICA

Allinterno della didattica € presente una riflessione sull’utilizzo del gioco o di al-
cune sue componenti come strumenti utili per 'apprendimento degli studenti [1].

In particolare I'insegnamento della matematica risente a volte di demotivazione
o di una difficolta di destare interesse in alcuni studenti e la possibilita di presenta-
re argomenti in un modo diverso attraverso il gioco potrebbe in alcuni casi moti-
vare in modo nuovo gli alunni.

LA LEVA DI ARCHIMEDE

234
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ARCHIMEDE LOGICA
La geometria elementare di Alfred Tarski
di Ruggero Pagnan

In questo articolo presenterd una sintesi delle principali caratteristiche della geo-
metria elementare di Alfred Tarski, come teoria T, formalizzata nella logica del
prim’ordine per la geometria euclidea piana (). Gli assiomi di tale teoria sono stati
presentati in una forma sostanzialmente definitiva in [7], dopo molte rielaborazio-
ni, considerato che Tarski comincio a diffonderli a partire dal 1926, [2]. Possiamo
solo tentare di immaginare quale enorme sforzo intellettuale da parte di Tarski e di
alcuni dei suoi piu stretti collaboratori sia stato compiuto nell’arco di diversi anni
per portare a termine il lavoro che in questa sede mi accingo a descrivere nei suoi
tratti salienti.

Desame della geometria di Tarski puo rappresentare un buon punto di partenza
per una migliore comprensione del rapporto che esiste tra assiomatizzazione e
formalizzazione, in matematica. Il metodo assiomatico ¢ quello utilizzato dalla gran
parte dei matematici, in questo senso: si individuano alcuni termini primitivi e si
fissano alcuni assiomi che stabiliscono come gestire tali termini in modo non for-
male, e spesso intuitivo, e si deducono teoremi facendo uso di tutto cio che & utile
allo scopo, a partire da terminologia ritenuta standard fino all’utilizzo di principi
di ragionamento la cui ammissibilita e correttezza sono ritenute evidenti e non in
discussione. Questo modo di procedere puo essere accettato con le dovute cautele
finché non si renda necessario il ricorso alla descrizione precisa della teoria in uso
e delle regole di inferenza che giustificano le procedure dimostrative che si attuano;
ci0 accade, per esempio, quando si vogliano fare oggetto di studio le teorie mate-
matiche stesse oppure quando si voglia rendere logicamente piu elementare ’acces-
so alla comprensione dei contenuti, fornendo tutti gli strumenti atfinché una per-
sona possa convincersi da sé della loro correttezza. In sostanza, quando I'intuizio-
ne vacilla diviene obbligatorio ricorrere alla formalizzazione, come selezione di
regole di inferenza, organizzate in un sistema deduttivo formale, e di assiomi come
affermazioni sintatticamente ben costruite di un linguaggio formale opportuno
completamente esplicitato.

Un confronto tra le teoria T, e quella di Hilbert [4], ¢ d’obbligo. La teoria T,,
oltre ad essere completamente formalizzata nella logica del prim’ordine & pure
completamente priva di riferimenti a qualsivoglia teoria degli insiemi, formaliz-

(") Assumo che il lettore possieda una minima familiarita con le nozioni fondamentali della logica del
prim’ordine. Si deve pensare che una presentazione di un sistema deduttivo formale per tale logica sia stata
fissata, quale per esempio quella fornita in [5], al quale altresi rimando per ogni nozione specifica non espli-
citamente richiamata nel seguito.

vOI90T1 Ia3amiHoOgv
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ENIGMISTICA MATEMATICA

a cura di Giuseppe Pontrelli

REBUS (4 5)

REBUS DESCRITTO (6 6)
E:2+3#%3 S:4+6+3 E:5+2#3

INDOVINELLO

Leader di partito

La nostra dirittura & indiscutibile,

fra di noi divergenze non ci sono,

ma un incontro purtroppo non troviamo.
Lo rinvieremo forse all’infinito...

FRASE BISENSO (6 3 8)
360000

Troverete le soluzioni a questi enigmi a partire dal 20 giugno 2022 al seguente indirizzo web:

http:/maddmaths.simai.eu/category/archimede/enigmistica-archimede/

Giuseppe Pontrelli

Istituto per le Applicazioni del Calcolo CNR — Roma
giuseppe.pontrelli@gmail.com

ENIGMISTICA MATEMATICA
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