P.404 Archimede eureka n.1-2016 ADRIANO DONADONI (BG)

In riferimento alla figura qui sopra, la parallela ad AB interseca i due lati BC e AC nei due
punti L e R tali che AR=(1-h)AC e BL/LC=(1-h)/h con h reale 0<h<I, mentre la parallela a
BC interseca i due lati AC e AB nei due punti M e §, tali che CM/MA=(1-k)/k con k reale
1-h<k<Il (AC>AM>AR, condizione affinche’ le due rette si intersechino in un punto P
interno al triangolo).

RM=RC-MC=hAC-(1-k)AC=(h+k-1)AC
Il triangolo PRM e’ simile al triangolo ABC e quindi PR=(h+k-1)AB

ANPR € un parallelogramma per costruzione, e quindi AN=PR e infine
AN/NB=(h+k-1)/(2-h-k)=1/(2-h-k)-1

Consideriamo la funzione

f(h,k) = (BLCM AN)/(LCMANB) = (3 - 1) (z - ) (5= - 1)
con 0<h<l e I-h<k<l.

of _ (k=1)’2h+k-2)
oh W k(Q-h-k)>
of _ (h=1)’(h+2k-2)
ok h k*(2—h—k)

Dallo studio delle derivate parziali di f(h,k) nel vincolo indicato si deduce che tale funzione
ha un massimo relativo e assoluto di valore % per h = k = %, a cui corrisponde P nel
baricentro del triangolo ABC.



Soluzione proposta da Giuseppe Fera - Udine

Pag1di2

Soluzione problema 404 (Archimede 1/2016) di Giuseppe Fera

Siano L', M’, N’ gli ulteriori punti di intersezione delle rette parallele con i lati del triangolo, come in
figura. Indico nel modo standard gli angoli «, 8,y, i lati a, b, ¢, il semiperimetro p e 'area S del triangolo
ABC. Indico con X,Y, Z le coordinate trilineari del punto P, ossia le distanze del punto P dai lati a, b, ¢
del triangolo. Tali coordinate non sono indipendenti, poiché se il punto P & interno al triangolo allora
aX + bY + cZ = 2S. Risulta:
X = BM'sinp
Y = CN'siny
Z = AL'sina
Per il teorema di Talete, il primo fattore dell’espressione da massimizzare si puo esprimere:
BL AL
ICL'C
dove L'C = b — AL'. Utilizzando I'espressione precedente per AL’ si ottiene:
BL Z
LC bsina—2Z

e analogamente

CM X
MA  csinf—X
AN Y

NB a siny =Y
In queste espressioni compaiono le altezze del triangolo h, = bsina,hg = asiny,hy = csinp.

. . X Y z . o :
Introducendo le coordinate ridotte x = Y =2 = I'espressione da massimizzare risulta:

A B C
X y z

f(x,y,z)=1_x1_y1_z



Soluzione proposta da Giuseppe Fera - Udine
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con x,y,z € (0,1),x +y + z = 1. Dimostriamo ora che f(x,y,z) S% e che f(x,y,2) =% quando P

coincide con il punto K di coordinate x =y =z = % tale che le rette passanti per K e parallele ai lati

dividono i lati del triangolo nel rapporto 2:1. Questa proprieta implica che K é il baricentro del
triangolo.

E’ equivalente dimostrare che se x + y + z = 1 allora

E-)G- -9

Poiché x, y, z sono positivi, la tesi equivale alla

1-x)1-y)(1—-2z)=8xyz

ovvero
l—-x—y—-—z+xy+yz+zx—xyz = 8xyz
ovvero
Xy +yz+zx = 9xyz

ovvero

1 1

—+=+=-2=9

Xy z
Per la disuguaglianza tra media aritmetica e geometrica si ha che

1 1 1 3
+—+-—-=

X'y z xyz

per cui ¢ sufficiente dimostrare che > 9, ovvero 1 > 33/xyz. Ma questa discende ancora dalla

3
3xyz
disuguaglianza tra media aritmetica e geometrica scritta nella forma

l=x+y+2z=>3}xyz

Si ha infine che 'uguaglianza € verificataseesolose x =y =z = T Quindi il valore massimo possibile

L CM AN
peril prodotto TCMANE risulta 1/8 e viene assunto quando P coincide con il baricentro del triangolo.



Problema 404. Silvio Giordano (di Cosenza)

Soluzione. Tracciando per P le parallele ai lati, il triangolo ABC risulta suddiviso in tre parallelogrammi e tre

triangoli simili ad ABC. Indichiamo con S I'area di ABC econS,, S,, S; le aree degli altri tre triangoli (vedi

BL CM AN

. 1 .
- .. < - —
figura 1). Postop = c ma ng ' Proveremo chep . E poiché p vale = (valendo ogni suo fattore 2) se il

punto P (vedi figura 2) & il baricentro di ABC (si tratta d| una conseguenza del teorema di Talete e del ben
noto fatto che il baricentro di un triangolo divide ciascuna mediana in due parti tali che quella avente per

estremo un vertice & doppia dell’altra), ne seguira che il valore massimo possibile per p € proprio T

Poiché le aree di triangoli simili stanno tra di loro come i quadrati di lati omologhi, risulta:
JSi _zp Js_z LX S; _PM
Vs BC Js BC s BC
Essendo ZP = BL e PM = XC , in quanto lati opposti di parallelogrammi, si ha, relativamente al lato BC:

BL _/$i  LC _LX+XC_LX Lxe \/_ VS _/S:+4/Ss
BC- VS’ BC _BC BCBC 3 \S NG

da cui
BL /S,
LC /S, +./S;

Analogamente, considerando i lati AC e AB si ottiene:

o _ 5 a5
A~ J5i+/55 ' NB  [5:+/5,

Per semplicita, poniamo ora: /S; = x, /S, =y, /S3 = z; risulta percio:

X y z

p=y+z.x+z.x+y

Utilizzando tre volte la diseguaglianza tra media geometrica e media aritmetica, si ha:

x +

VTR

valendo il segno di uguaglianza, rispettivamente, seesolose x =y, y =z, x = z, e quindi se e solo se

X+ 2z

xz <

x =y = z (ciog, se e solo se §; = S, = S3). Moltiplicando poi membro a membro le tre precedenti
diseguaglianze, si ha:

x+y y+z x+z
2 2 2

xyz <

equivalente a

X y z <1
y+z x+z x+y 8

che e quanto si voleva dimostrare.



Silvio Giordano (di Cosenza)
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Problema 404.
Dato un triangoloABC ed un puntdP interno ad esso, tracciamo le rette peparallele ai lati, e
definiamo i puntiL, M, N come in figura.

A
N

M
/ /}\
B L

Determinare, al variare del puni®, il valore massimo possibile per il prodotto

C

BL CM AN
LC MA NB

Completiamo la figura definendo i purf®, S, T che sono le ulteriori intersezioni delle rette per
P parallele ai lati.
A

N
R

s M
/ /}\
B L T

Considerate come variabili le lunghezze dei segm8ht, CM , AN la quantita da massimizzare si puo
scrivere come

[

BLCM AN_ BL _ CM AN
LC MA NB BC-BL CA-CM AB-AN

Le tre variabili non sono tra loro indipendentimgii cerchiamo una relazione che costituisca unokintta
questi elementi del problema. Osserviamo che figli@a si formano tre parallelogrammBLPS, TCMP,
PRAN ; in particolare dagli ultimi due si h&M =TP, PM =TC, PR= AN.
I triangolo PLT & simile al triangoloABC dunqueLT/TP = BC/CA e quindi

LT =§D'P=§[(DM .
CA CA

Anche il triangoloPMR ¢ simile al triangoloABC dunquePM /PR =BC/AB e quindi

PM =B—CDPR - TC :B—CDAN.
AB AB

Il lato BC si puo esprimere comBL + LT + TC = BC e dalle relazioni precedenti risulta

BL +§EDM +§DAN =BC
CA AB

da cui

BL CM AN
+ + =1.
BC CA AB

11/04/2016 http://xoomer.virgilio.it/vannigor/ 1




P404GornV.pdf VANNI GORNI — SUZZARA (MANTOVA) vannigor@alice.it

Anche la quantita da massimizzare si puo espriimeftenzione degli stessi rapporti e posBH]C'—: =X,

cM —y,ﬂ=zrisulta BL cM AN X g¥ p? conx+y+z=1.

— = E B =
CA AB BC-BL CA-CM AB-AN 1-x 1-y 1-z

Il problema consiste nella ricerca di un massimudonato; postd< x<1, 0<y<1, 0<z<1lsiha

X+y+z=1

_ y Z
f(x,vy,z)= E E
( y ) 1-x 1-y 1-z
Conviene modificare il dominio iIf< x<1, 0<y<1, 0<z<l1e scrivere la funzione in modo diverso
X+y+z=1
_ 1
fev2)=g 7 1

S+ T+ -1
Xy z

11 1, . . . . . .
Quando la quantitd +—+— & minima alloraf (x, y,z) e massima e il problema diventa la ricerca, sullo
Xy z

stesso dominio, del minimo condizionato
X+y+z=1

1 1 1
9(xy.2)= ==+
X 'y z
Dimostreremo in appendice cheddX, y,z) € minima quandx=y=2z= 5 e quindi il massimo richiesto

i 1
3'3'3)" 8
BC CA AB

Riassumendo, il prodotteBLB(METAﬂ e massimo quandBL=—,CM =—, AN=— ¢
LC MA NB 3 3 3

vale

BL CM AN _1
LC MA NB 8

Dimostriamo che il minimo della funziong(X, y,z) con0<x<1, 0<y<1, 0<z<1
X+y+z=1

1.1 1
g(xy,z)==+=+=
X y z
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si ha quando le tre variabili sono uguali cioé gqlaR =y =z = 5 .

Iniziamo da un analogo problema in due variabié shottiene dal precedente ponergl@ostante. Ancora
prendiamo0< x<1, 0<y<1 e nulla vieta che anche per la costanteia0< z<1, dunque

X+y=1-z
1 11
g(xy)==+=+=
X y z

Sostituendo si ottiene

o . . . , : . 1-z
g(x) & minima quando il denominatore della prima fraeie massimo cioe quand«FT e

. . 1-z L -
dall’equazione del vincolo risulta che le due vaitissono ugualix =y = > Poiché per ogni fissato

valore di z si ha un minimo inx = y = (1-z)/2 inseriamo questa condizione @(X, y, ) e facciamo
variare Z:

4 1
o=ty

Studiando questa funzione nel suo dominio natursiéta che ammette un massimoZr= —1 e un minimo

in z :§' Il minimo €& I'unico dato rilevante ai fini del giolema in quanto compreso all'intervallo< z< 1.

Dato che anchx=y = 1—22 :% si ha
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PRrROBLEMA 404.
Dato un triangolo ABC' ed un punto P interno ad esso, tracciamo le rette per P
parallele ai lati, e definiamo i punti L, M, N come in figura.

r M
/ P.: I’j\_\
Determinare, al variare del punto P, il valore massimo possibile per il prodotto
BL CM AN
LC MA NB

A A A
(1) 1 TruavGoL) a7’ y PLy' E PHL' Sowe S PEL

A
COSTILUZIONE A  ADC

YA A ~
(2) LA Sompp ol PEMIETAI D) fﬂfﬁ’/ Pin' £ PHL E

A
UGUALE AL @PEAIMETRO 0O APC y; IWVTATT) !

Rc = + + ( /7"
AC = + + ~D AD+DCHAC = 4-( )+
AL = + + + ( )

o4 (1) E (2) oTTEMAND
2nc = U’ + W +3m) = L anc 2 unc ty Sfanc

(3) dHpty=2 otd, pBy<a

N SAIVvIAIO It PAOPOTTO

BL /| ANV _ on' ! 7L
Lo A MB TP rLKT PN ALUA PLFwi7!
o TTENIAO
L ¢ B-A y AR 23 _
(P+rxy)inc  (K)ac (4pA2 (34p)(249) (P 4y) -
_ s o X _ & P ¥

TPy Sy B - T 1P 7y P
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IL PRORLEAIA E Ri(omPoT1TO Allo STUIO VDELLA FUNSZIONE !

jl(')() =

g/fot/ﬁ/}):dﬂ(&)g»fp)/(y) com pl= X
LApty=2 L,p,y €Lo, 1)
STUO Al oL Do
1) Pe LATI VEATICI EScLUS)
L Py) = f@w/ﬂ =f(&)p)0)=0
2) P—>verrici
P=C ~> (L,p¥) = (4,00
o

-3

(o1 )= . . > ,_i/_—— - P
il Py Sy Sip T Gyl pry

STESsA cosp PER F= A4 F=1

~ 7’7 E WNULLA AL BOROO

=> f APIIETTE 4551710 (X WEIEQSTA4SS (GEMERALIZEATO)

STUNO ALL INTERve OFL Dormvio (P iaTenwve 4L Trvgolo)

SI APPLICA 1L HIEToDo OE] FolTIPU CATORI O LAGAANVGE

g/ (- °L//3/2’) = Py Cp)y &)

@:;L—I—P-l-)/—d_

24 _ 9l() _ 26 ) _ 2% 1 _
_2:_5&}()3)3@)__@}&;/3)}9) Z.l 2

)7 - 2% Wip)el) = T 2 - 2
7#{ /1?_)} I }g I
37 - 297 w@ip)eG) = 2E 2 - 2

2
N &£ © ~> SEMPLIFICHIA+O

1

(1-x)%

— 0

o p,x € (0,4) ~> g0, 0(p);py) 40

=0 > JL=0 | /3:0 v)/=o A ApNoN ACCETTARBILE
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2(i) () (f}) ): i 1 - —_ 2 (2-L) =/
Az $74 }Q’ oL (1) }(OL)J(N}Q’) >

Z/Z(Li—) }(&)J(p)}@) =2 ~> p(Zp=xn

M }(OL)J(N}Q/) =L~ }(2—)):#)
e p
%y 1
g A (2-2) = p(2-P)= ) (2y)=m |
’ s +pry =12 oy Tz 7,
5 (1-0) HPY
Sia O e (0/ I12) Vvn e (o) &, By Wossono ASSUMEAE
| SEGUEATI vAload) *

oL-I-}}-f'a/: 5+5+§=ﬁ ~7 2o=1 O = 4/3 o4

aL+/'>-;-a/= S+0+(2-5)=4 —~2 5+4=2 S=o o

J _,_/3.,.2, = 5+20-6)=4 Ao D=2 Ac CETTABIL]

~>dzpey=1/2  Haxl {):% (713 413,4/) = (4/_2) o

2/

MOSTRIANIO CHE ES/STE € INTERM &6.¢ F=[1= )= 1
3
Siavo DL “Lwy'=plc = }_Z_i
<

ToAcCiAnO LV IAB, pWI A< AWI BC

5 ‘ L ) /y/‘\ e RISOLTA M//O:: 3L ::L/V/ Pﬁ-:/z//c' :Z/V/

A A A
CCEATANTO PN/’ y PLy’ E PHL' Ssove COMGRVEAT]

Uw=PL=1n=EL'=a4 = AR L’M:F/I//:ﬂfrﬁ/l/:/}l,,: 4c
=X X

~ A
[P coinciOE con IL BARICEATRO ED E SEHANE INTELLO A ARC

"€ VEATICI, BL L7 ANV wvon ©OF FINTA
L pg M3

~> s & LATI(vEaTIc) Esclus)) * % ) %. % — O

’ Ax(@:-c_ﬁ.ﬁrﬂ_/):fé = RAN/CENTIO
Y=Y S RN >y l; /& (P= Ranicer )
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Soluzione problema 404 di Alessandro Pieragalli di Arezzo

Il problema e invariante per affinita (I'affinitdoserva il rapporto tra segmenti allineati).
Possiamo quindi risolvere il problema consideraodariangolo “piu semplice”. Ad esempio un
triangolo rettangolo isoscele avente i cateti dghezza unitaria, come riportato in figura.

B L \ c

PostoBL = x e BH =y, si hanno le seguenti uguaglianze

BL_ X
LC 1-x’
CM BH vy

= = per il teorema di Talete;

MA HA 1-y

AN _KC _BC-BK _1-x-vy

NB BK  BK  x+y

LM AN xy@-x-y)
MA NB  (1-x)A-y)(x+Y)

a+b

per il teorema di Talete e poiché&K = LP =y.

Pertanto

Dalla disuguaglianza/ab <

valida pera, b positivi segue che

xy(L-x—y) =[xy O/x@-x-y) O/y@d-x-y) < X;yDl_zyEl_zX-

xyd-x-y) _1

L-x)A-y)(x+y) 8
con uguaglianzase esolo¥e= y =1-x-y o x=Yy=1/3.

Da cui

o : 1
In conclusione il massimo cercateée
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